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INTRODLTTION

Soit H n l'espace des poIyn6mes trigonometriques de periode 27T et d'ordre
au plus n, On pose K = [-7T, --'-7T]. Pour toute fonctionfmesurable perio
dique de periode 27T on note pour p ~ I

et ! fIIoc = sup ess I f(O)1 .

L'inegalite de Bernstein "classique" peut s'enoncer ainsi [3, p. 215]: Pour
tout p E [I, --'- w] et pour tout TE H n (n ~ 0) on a

(I)

Soit a ~ 0 et IVa la fonction periodique de periode 27T telle que waCO) = : O,a
pour 0 E K. Le but de cet article est de demontrer Ie resultat suivant:

THEORh1E. II existe une constante Ca telle que pour tout p E [I, ~X)], et
pour tout T E Hi! (n ~ 0) on ait:

l:-<EGALITE PRELIMINAIRE

Dans ce paragraphe nous nous proposons de demontrer l'inegaIite suivante:

PROPOSITION. a et b etant deux nombres reels posit!ft, if existe une constante
Ka.b telle que pour tout p E [1, + 00] et pour tout T E H n (11 ;;: I) on ait:

359
0021-9045/80j040359---{J7$02.00/0

Copyright © 1980 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.



360 PIERRE GOETGHELUCK

DemOllsrrC/rioli. II suffit de demontrer la proposition pour p tini car ~l /

est une fonetion bornee .if J- -+,,_,,- f..,;. Soit T E HI! et eo tel que T I

I T(eo) et SOil J" ~ [eo - (2n)~1, 80 ,~(2n)-lJ. II resulte de ~I) que pour
8EJ" .

done pour e E J", nO) ;): -}! T. Y. • On a alors

r ' T(O) ll'q-eb(B) I'dB ,.' 2-/J T I~ J :Ira cb(O) I) dB
"'J" J.,

et I'on a de fa<;on evidente:

.. L ~11

j
J
'" l\'a,b(OW de;, J :0 iP(a-cbl dO

-1.'2n

7~ 2(p(a - b) -;- I)-I (2n)-pa- pb l

done

Nous avons en posant I" =. [-l/n, l/n]

I, T(O) II,.(B); Jl dO :::;: 2n,al'-1 : T; ~.
• f

"

De (2) et (3) on tire:

(3)

Par ailleurs:

r T(e) Il'a'h(e)/1 de ?? n-Jlb j' T(8) II'AO) p dO. (5)
.~~ ~~

En reunissant (4) et (5) nous obtenons:

Mais (I, 2Idacb.lll( p(a -:- b) '- 1)]1/11 -S I .J.. 2a - b -e2(a·;- b· I)pl.'!'. ([

sullit done de prendre Ka.b = 1 -'- 2a-cb-T2(a -+- b ~ I) elie ear on a toujours
pliP < el ".
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LEMME 1. Soit a E [0, 1]; II existe quatre constantes positives C1 , C2, C3 ,

C4 , (dependantes de a) telles que pour tout n ;:;, 1, on puisse trouver P2n E H2n
verifiant pour tout 0:

IIAO) :e;; C1 P2n(0)! + C2/l-";

i P2n(0)i "( C3I1AO) -+- C4/l-a;

(6)

(7)

(8)

Demonstration. Pour n ;:;, 1, considerons la fonction!" periodique de
periode 21T definie par:

fn(O) = twa[a(n0)2 + 2 - a],

= waCO),
= -la(1T - l)-1(1T - . 0 1)2 -+- 1 + ta(1T - 1),

pour! 0 1 ~ l/n,
pour lin ~ , O· ::( 1,

1 ~ 101 :::( 1T.

La fonctionfn est positive et continument derivable et veri fie

ii.f~ !:~ == an 1
-

a

pour 0 E In •

done

pour 0 E K\In

(0 E K) (9)

et

Soit L n Ie noyau de Jackson:

L (t) = A-1 ( si~ ~-nt_)~
n n SIn tt

(0 E K). (10)

oil An est une constante telle que ~I La ill = 1. Posons P2n(0) =
JKfn(O - t) Ln(t) dt on a alors [2, p. 84] P2n E H 2n- 2 (CH2n). Nous allons
montrer que ce polynome P2n convient. D'apres [2, p. 84]

(11)

i P~n(O)! = Ir1::(0 - t) Ln(t) dt ! < Ilj~ 10: = an1
-

a

-K '
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ee qui etablit (8). D'autre part. de (9), (10) et (II) on tire immediatement
CI = ITa, C2 = 6ar.", C3 = ~(/(r. - 1)- I. C~ - - 6a - I.

LBH'IE 2. Soit a E ]1, 2[.11 existe six constantes positices Cs , C6 , C7 , Cs ,

C9 , ClO (dependantes de a) telles que pOllr tout n > I on puisse troucer Qn E H"
t:erifiant pour tout 8

\\',,(8) .~ Co I Qn(8) - C6,r a· ( 12)

I Qn(8) C7\\',,(8j -, Csll-" : (13)

Q~(8) '-.: C9 \\'o_I(8) - C
1I1

11 1 --a ( 14)

Dhnol1stration. Pour tout II :> I eonsiderons la fonetion g" paire peri0

dique de periode 2" verifiant g,;(O) ~ 0 et telle que g;, soit la fonetion
impaire definie par

g~(8) = ~a[(a - 2) ,,4-a83 - (4 - a) 1/2-a 8J.

= a8a- l , pour lin c( 8 C l.

- (a - aIT - r. - 4)(1 - r.)-I (8 - r.)]. pour I ~. 8 ;:; r..

On verifie faeilement que la fonetion g n est positive et deux fois eontinument
derivable et que ron a g;;'7:: Cn I/2-a. Nous avons par ailleurs, pour
! 8 ~ I,

Pour I ~ , 8' :S: IT on a ~ <; g,,(8) et I <. w,,( 8). Par suite il existe done
deux eonstantes CI3 et Cu telles que

et

Au total, pour tout 8 nous avons:

wa(8) ~ (I ,- C13) g,,(8) -+- CI211-a,

gn(8) < (I - ell) w,,(8) -'- C2n-a.

(15)

( 16)

Un raisonnement tout a fait analogue a eelui du Lemme I nous montre que

( 17)
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D'apres [I, p. 61; 2, p. 89] on sait que pour tout kEN il existe alors Qk E Hk
tel que

en particulier si k = n

(18)

(19)

Le polyn6me Qn convient puisque (12) resulte de (15) et (18), (13) resulte de
(16) et (18), (14) resulte de (17) et (19).

DEMOl\STRAT10~ DU THEOREME

Comme pour la proposition il suffit de faire la demonstration pour p fini.
Soit TE H n .

Supposons pour commencer que 0 < a ~ I et soit P2n Ie polyn6me
trigonometrique du Lemme I. D'apres (6)

en utilisant (I) et la proposition

et l'on a

donc avec (I) et (8)

et d'apres (7)

donc d'apres Ia proposition
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Supposons maintenant que I < a .< 2 et so it Q" Ie polynorne trigonome
trique du Lemme 2. En procedant comme pour Ie cas precedent on obtient
facilement it raide de (12)

c:; T· Q,: ".

IJ suffit done de majorer T· Q;, ,,: utilisons (14)

iT' Q;, : 11 ~. c~ T· II'" 1 I' - ClOl1
l
-" T ,.

et a\ ec la proposition

Supposons pour terminer que a . 2. Nous poserons a = 2b .- ~ avec bEN,
,'\ E [0, 2[.

Rappelons que pour BE K on a: I B ,;< 7T sin 1B == 7TW I - cos B)J1/2.

JI en resulte que

T' . 11'" ' II OS; 7T 2b2-b , T" (I - cos B)b . w~ I"

~ 7T2b~-b(.l(T· (I - cos B)b)' . It'" !"

- b ' T· sin B(l - cos B)b-l . IV" ' I,)'

Mais x < 2 done

car I - cos B ~ W2 et pour la meme raison

T· sin B( I - cos B)b-I . 11', I' ")1-n T· IF" I "

21 - b k
"

-1.111 ' T· It'" ' .'

d'apres la proposition. ce qui acheve la demonstration du theoreme.

RE\1ARQL:ES

I. Le theoreme est optimal en ce qui concerne rexposant de 11 comme
Ie montre I'exemple T(B) = cos nB.

") NOlls nous sommes Ii mites ici a la fonction 11'" pour des raisons de
simplicite d'ecriture. Cependant on remarquera que la methode de demon
stration s'applique aussi, aquelques modifications pres aux fonctions du type

B --+ TI~d II'",(B - B, ).
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